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Beitrag zur Theorie der Normalenflächen. 

(Mit 1 Tal'el.) 

Von Dv. Gustav Ad. Y, Peschka, 

k. k. Regierungsrath, ord. öffth Professor der k. k. technischen Hochschule in Brünn. 

Nachdem die Normalenflächen bisher nur eine äusserst 
spärliche analytische und, wo möglich, eine noch beschränktere 
synthetische und constructive Behandlung fanden, dürfte es einer¬ 
seits, in Anbetracht der Wichtigkeit dieser Flächengattung für 
den Constructeur und den ausübenden Ingenieur, andererseits 
aber ganz besonders in Anbetracht des hohen Interesses, welches 
diesbezügliche eingehende Untersuchungen in theoretischer und 
wissenschaftlicher Beziehung bieten, gerechtfertigt erscheinen, 
wenn man vor Allem deren Entstehungsweisen in kurzen Um¬ 
rissen bespricht, deren Eigenschaften, auf wissenschaftlicher Basis 
fassend, zu ermitteln, und sodann der Uebersichtlichkeit Avegen, 
die durch Untersuchung, soAvie durch gründliche Prüfung der 
geAvonnenen Resultate festgestellten Eigenthümlichkeiten der 
Normalenflächen in einzelne Sätze, soAveit diese allgemeine Giltig¬ 
keit besitzen, zu kleiden sucht. 

Das Wenige, ^ Avas diesfalls bisher geboten Avorden ist, 
Avurde selbstA^erständlich benützt, mit der A^orliegenden Abhand¬ 
lung in Einklang gebracht, die Form aber, da hier die Unter¬ 
suchungen durclwegs rein geometrisch geführt Avurden, in geeig¬ 
neter Weise abgeändert, und indem das Bekannte gleichzeitig mit 
als Prüfstein für die hier erzielten Resultate A^erAA^enclet Avurde, 
eine nicht geringe Zahl neuer Sätze aufgestellt. Letztere ergaben 
sich einerseits als natürliche Folge der AiiAvendung der Principien 
der synthetischen Geometrie der Cuiwen und Flächen höherer 


1 E. Sturm, Math. Annalen; E. Koutny, Sitzb. der k. Akademie der 
Wissensch., Wien B. LXXV, Ab. II. 1877. Solin, bölim. Ges.der Wissensch.,. 
Prag. S. VI, B. II; La Gournerie, Surfaces tetraedrales symetriques. 
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Ordnung', andererseits aber durch directe Betrachtungen, so wie 
durch Berücksichtigung der ErzeugungSAveise der Normalen¬ 
flächen und der Eigenschaften ihrer Leitflächen und Leitcurven. 

Eine Zusammenstellung der graphischen Ermittlungsweisen 
einzelner Erzeugenden der Normalenflächen für die verschiedenen 
Gattungen von Leitflächen den vorliegenden Untersuchungen 
vorauszuschicken, und dabei gleichzeitig auf die bei der Con- 
struction der Normalen sich darbietenden Vereinfachungen hinzu¬ 
weisen, unterblieb, da es dem ZAvecke dieser Abhandlung 
„Neues zu bieten“ nicht ganz entspräche. 

Eigenschaften der Normalenfläciieu. 

Eine Normalenfläche ist der geometrische Ort der Normalen 
einer gegebenen Fläche F in den einzelnen Punkten einer auf 
dieser Fläche F verzeichneten Curve C, 

Die gegebene Fläche F bezeichnen wir in dieser Eigenschaft 
als die „Directrix- oder Leitfläche“ der Normalenfläche, während 
wir die auf F verzeichnete Curve C die „Directrix- oder Leitcurve“ 
der Normalenfläche nennen. 

Da eine jede Normalenfläche nach obiger Definition durch 
gerade Linien erzeugt Avird, so kann dieselbe nur eine „Avind- 
schiefe“ oder in besonderen Fällen (Avie bekannt, längs der 
„Krümmungslinien,,) eine „aufAvickelbare“, also kurz eine Eegel- 
fläche sein. 

Von hervorragender Wichtigkeit ist es, den JeAA^eiligen Grad 
der Normalen fläche zu bestimmen, Avenn die Leitfläche und 
auf derselben die Leitcurve gegeben ist. 

Wir Avollen diesfalls voraussetzen, die Leitfläche F (Fig. 1) 
sei eine allgemeine Fläche ??/-ter Ordnung (ohne Auelfache Curven 
und ohne Spitzen). Auf F sei als Leitcurve für die Normalen¬ 
fläche eine Curve L von der Ordnung gegeben, wobei es 
gleichgiltig sein mag, ob die Curve L als vollständiger oder theil- 
weiser Schnitt der Fläche F mit irgend einer zweiten Fläche F' 
von der Ordnung m' resultire. Im Falle des vollständigen Durch¬ 
schnittes beider Flächen ist selbstverständlich 

Denken Avir uns in allen Punkten der Leitcurve L an die 
Fläche F die Tangentialebenen gelegt, so umhüllen diese eine 

Sitzb. d. mathem.'jiatur’w. Cl. LXXXI. Bd. II. Abtli. ^2 



1130 ademie d. W--ohai P ß § C ll k <l " .bi ' ' zei" jm. " 

developpable Fläche D, welche der Fläche F längs der Curve L 
umschrieben ist. 

Da nun die Normalen der Fläche F in den einzelnen Punkten 
von L auf den bezüglichen Berührungsebenen senkrecht stehen, 
so sind dieselben gleichzeitig auch Normalen der Developpablen D, 
d. h. die Normalenfläche der Fläche F längs der Curve L 
ist identisch mit der Normalenfläche jener Developpablen D 
längs Ly welche der ursprünglichen Fläche F nach der Curve L 
umschrieben wurde. 

Wir wollen zunächst die Classe der Developpablen Dy d. h. 
die Anzahl der Berührungsebenen an dieselbe, welche durch einen 
beliebigen Punkt P gehen, ermitteln. 

Da diese Tangirungsebenen auch die Fläche F und zwar in 
Punkten der Curve L berühren müssen, so erhält man die Berüh¬ 
rungspunkte a, /3, 7 ... derselben mit der Fläche F als Schnitt¬ 
punkte der Curve L und der Berührungscurve B der Fläche Fmit 
dem ihr aus P umschriebenen Kegel. 

Die genannte Berührungscurve B ist aber bekanntlich der 
Schnitt der Fläche F mit der dem Punkte P entsprechenden 
ersten Polarfläche, welche von der {in —^l)-ten Ordnung ist. 

Die Polarfläche schneidet die Leitcurve L in {m —1) 
Punkten, welche keine andern als die obgenannten Berührungs¬ 
punkte oc, j3, 7 , 0 .. . sein können. 

Die Anzahl der von einem Punkte P an die Developpable D 
geführten Berührungsebenen, oder mit anderen Worten, die Classe 
der Developpablen D ist mithin: 

m^{in — 1 ). 

Da der ebene Schnitt einer aufwickelbaren Fläche von der 
nämlichen Classe ist wie diese selbst, so ist weiters auch klar, 
dass die unendlich ferne Curve üa der Developpablen D gleich¬ 
falls von der m^{in —l)-ten Classe sein wird. 

Dasselbe gilt auch von dem Richtungskegel der Deve¬ 
loppablen Dy d. h. von einem Kegel, welcher mit D die unendlich 
ferne Curve Ud gemeinschaftlich hat, oder, was dasselbe ist, 
welcher sich als Enveloppe der durch einen festen Punkt zu den 
Berührungsebenen D parallel gelegten Ebenen ergibt. 

Nach dieser kurzen Vorbereitung kehren wir zur Betrachtung 
der Normalenfläche zurück. 
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Denken wir uns in irgend einem Punkte A der Leitcurve L 
die Normale AA', d. i. die Senkrechte zur entsprechenden Tan¬ 
gentialebene T der Fläche F oder der Developpablen D construirt, 
so wird die Gerade SA'’y welche man durch den Scheitel S des 
Eichtungskegels parallel zur Normale AA' zieht, auch senk¬ 
recht stehen auf jener Berührungsebene l"' des Richtungskegels Ra, 
welche zur Tangentialebene T parallel ist. 

Zieht man somit zu allen Tangentialebenen des Kegels R^ 
durch den Scheitel S Senkrechte, so erhält man einen zweiten 
Kegel Rnj dessen Erzeugenden zu sämmtlichen Normalen der 
Fläche F längs der Curve L parallel sind, und welcher demnach 
den Richtungskegel der Normalenfläche vorstellt. 

Nennen wir die unendlich ferne Curve dieses Richtungskegels, 
welche selbstverständlich auch der Normalenfläche angehört so 
ist leicht nachzuweisen, dass von der m^{in —l)-tenOrdnung sei. 

Die Erzeugenden des Kegels Rn sind nämlich senkrecht zu 
den Berührungsebenen des zweiten Kegels Ra» Die unendlich 
fernen Curven ün und üa sind somit polar reciprok in Bezug auf 
den imaginären Kugelkreis im Unendlichen, d. h, die Ordnung 
der einen ist der CTasse der anderen gleich, und umgekehrt. 

Es wurde aber nachgewiesen, dass die Curve Ua von der 
—l)-ten Classe sei, woraus folgt, dass die Curve Un der 
—l)'ten Ordnung angehöre. 

Hiernach kennen wir für die Normalenfläche bereits zwei 
Leitlinien, und zAvar die Curven L und ün» 

Berücksichtigt man, dass es im Allgemeinen zu einer belie¬ 
bigen Normalen der Fläche in Punkten der gegebenen Leitcurve 
keine zweite, parallele gebe, und dass andererseits in jedem 
Punkte der Leitlinie L auch nur eine Normale zur Fläche F ge¬ 
zogen werden kann, so ist klar, dass die Curven L und ün ein¬ 
fache Leitlinien der windschiefen Fläche sind. 

Eine unmittelbare Folge hievon ist, dass die krummen Punkt¬ 
reihen, welche auf ihnen durch die erzeugenden Normalen 
bestimmt werden, ein—eindeutig sind. 

Wäre dies nicht der Fall, sondern wäre die Curve L etwa 
/j,-deutig und jene ün» » ./J^.^-deutig, so würden jedem Punkte von 
L» Punkte auf ün entsprechen, d. h. durch jeden Punkt von 
L würden Erzeugende der windschiefen Fläche gehen; sie wäre 
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also eine che Curve dieser Fläche. Andererseits würde dieLeit- 

cnrve eine ,a-fache Curve der windschiefen Fläche vorstellen. 

Die Erzeugenden der windschiefen Normalfläche ergehen 
sich mithin als die Verbindungslinien entsprechender Punkte 
zweier eindeutigen Reihen aufdenLeitcurven L und welche 
beziehungsweise von den Ordnungen und m^{m — 1) sind. 

Diese Bedingung erlaubt uns^ den Grad der Normalen¬ 
fläche, d. h. die Anzahl ihrer Schnittpunkte mit einer beliebigen 
Geraden G, oder die Anzahl ihrer Erzeugenden, welche G 
schneiden, ohne jedwede Schwierigkeit zu bestimmen. 

Denken wir uns nämlich die Gerade G als gemeinschaftliche 
Axe zweier Ebenenbüschel G^ und G^, wovon das erstere zu 
der Reihe auf i, das zweite zu der Reihe auf Un perspectivisch 
ist, und sehen wir nach, in welcher Weise diese beiden Ebenen¬ 
büschel einander entsprechen. 

Irgend eine Ebene des Büschels Gi schneidet die Curve L 
in Punkten, welchen, wie oben vorausgesetzt wurde, auf der 
Curve Un gleichfalls Punkte, mithin Ebenen des zweiten 
Büschels 6^,, entsprechen. Dieses letztere Büschel ist also w,-deiitig. 

Hingegen schneidet eine Ebene des Büschels Gu die Curve 
Un in —1) Punkten, welchen auf der Curve L ebenfalls 
m^iin — 1) Punkte im Büschel also m^{}n —1) Ebenen ent¬ 
sprechen. Dieses Ebenenbüschel ist sonach m^{in — l)-deutig. 

Während also jeder Ebene des Büschels GV Ebenen 
des Büschels G,, entsprechen, entsprechen einer jeden Ebene des 
Büschels G,,. . —1) Ebenen des Büschels G/. 

Nach dem Chasles’schen Correspondenzsatze haben diese 
beiden Ebenenbüschel: 

— 1) = m 

Doppel ebenen, d. h. es kömmt im Ganzen ««w^mal vor, dass 
eine Ebene des einen Büschels mit ihrer entsprechenden im 
zweiten Büschel zusammenfällt. 

Jede dieser mm^ Doppelebenen erhält ausser der Axe G 
zwei entsprechende Punkte der Reihen auf L und mithin eine 
Erzeugende der Normalenfläche. 

Es gibt also mm^ Erzeugende der Normalenfläche, deren jede 
mit der beliebig gev ählten Geraden G in einer Ebene liegt, die- 
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selbe sonach schneidet oder mit anderen Worten: Die betrachtete 
Normalenfläche ist vom w?7w^-ten Grade. 

Hiernach ergibt sich der Satz: 

„Die Normalenfläche, deren Leitfläche eine allgemeine 
Fläche w/-ter Ordnung, und deren Leitcurve eine auf dieser Fläche 
verzeichnete Curve ?//j-ter Ordnung ist, wird im Allgemeinen eine 
Avindschiefe Fläche n?.Wj-ter Ordnung sein.“ 

Zu dem vorstehenden Eesultate kann man auch auf folgende 
Weise gelangen: 

Die Leitcurven für die Normalenfläche sind L und die 
Erzeugenden derselben sind die Verbindungsgeraden der entspre¬ 
chenden Punkte zweier auf L und liegenden projectivischen 
Punktreihen. Ferner ist bekannt, dass der ebene Schnitt einer 
Fläche von der nämlichen Ordnung sei, Avie die Fläche selbst. 

Um daher den Grad (die Ordnung) der Normalenfläche zu 
bestimmen, betrachten Avir einen ihrer ebenen Schnitte, etAva 
jenen mit der unendlich fernen Ebene. Dieser besteht fürs Erste 
aus der einfachen Leitcurve Un, Avelche von der m^{in —l)-ten 
Ordnung ist, ferner trifft die Curve L, da sie der ??/j-ten Ordnung 
angehört, die unendlich ferne Ebene in (reellen oder imagi¬ 
nären) Punkten, welchen auf Un ebenfalls Punkte entsprechen, 
so dass die unendlich ferne Ebene ausser der Curve U, noch 
Erzeugende der Normalenfläche enthält. 

Der Gesammtschnitt dieser Fläche mit der unendlich fernen 
Ebene besteht demnach aus der einfachen Curve und Erzeu¬ 
genden, ist demgemäss von der Ordnung: 

m^(7}i —l)-t-??/^ = 

Avelches Eesultat mit dem früheren übereinstimmt. 

Die Normalenflächen der Flächen zAveiten Grades längs 
ihrer ebenen Schnitte sind bereits theihveise ^ untersucht und als 
Flächen vierten Grades erkannt Avorden. Da hierbei, m = w^ = 2 
ist, ergibt sich =4. 

Für den Fall, dass die Leitfläche F eine Ebene ist, Avird 
??? = !. Für irgend eine in dieser Ebene liegende Curve ???^-ter 
Ordnung ist die Normalenfläche ein Cylinder w^-ter Ordnung; es 
behält daher der OrdnungsAverth m .w^ seine volle Giltigkeit. 


1 Koutny, Sol in. 
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Setzen wir nun ganz allgemein voraus, die Leitfläclie F 
besitze doppelte Curven, welche die Leitlinie X der Nor¬ 
malenfläche in s Punkten schneiden. 

Denken wir uns abermals der Fläche F längs der Leitcurve L 
die Developpable D umschrieben und deren Classe, d. h. die 
Anzahl der von einem beliebigen ausserhalb der Fläche liegenden 
Punkte P an diese möglicherweise zu führenden Tangentialebenen 
bestimmt. Im vorhergehenden Falle haben wir diese Anzahl über¬ 
einstimmend mit der Zahl der Schnittpunkte von L mit der ersten 
Polarfläche der Fläche F für den Punkt P gefunden und durch 
7n^(in —1) ausgedrückt. 

Dieser Werth erleidet eine Veränderung, wenn die Fläche F 
vielfache Curven besitzt. 

Es ist nämlich bekannt, dass in diesem Falle die erste 
Polarfläche der Fläche Ffür irgend einen beliebigen Punkt P mit 
der Fläche F ausser der Berührungscurve B der von P aus gezo¬ 
genen Tangenten auch noch sämmtliche vielfache Linien gemein 
hat. Es ist hiernach klar, dass die Tangentialebenen von F in den 
Punkten dieser vielfachen Curven, da sie eine ganz bestimmte 
Lage haben, durch den willkürlich gewählten Punkt nicht hin¬ 
durchgehen können. 

Unter den m^ipi —1) Schnittpunkten der Leitcurve L mit der 
ersten Polarfläche für den Punkt P sind nun auch die voraus¬ 
gesetzten s Schnittpunkte der Leitcurve L mit den doppelten 
Linien der Fläche F inbegriffen. In diesen Punkten besitzt die 
Fläche F, also auch die ihr längs L umschriebene Developpable D 
ganz bestimmte Tangentialebenen, welche durch den Punkt P 
nicht hindurchgehen, bei der Bestimmung der Classe der Deve- 
loppablen D mithin nicht gezählt werden dürfen. 

Es ergibt sich somit in diesem Falle als Classe der Develop- 
pablen D die Zahl: 

—1)— s. 

Nachdem dies festgestellt ist, wird der weitere Gang unserer 
Betrachtungen mit dem früher eingeschlagenen in vollem Ein¬ 
klänge sein. Die Ordnung des Richtungskegels der Normalen¬ 
fläche, oder, was gleichbedeutend ist, die Ordnung der unend¬ 
lich fernen Leitcurve der Normalfläche ist, wie im vorher- 
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g‘ehenden Falle, gleich der Classe der Developpablen D, also 
gleich: 

—1)— s. 

DieNormalenfläche selbst ist der Ort der Verbindungsgeraden 
entsprechender Punkte zweier eindeutigen Reihen auf L und 
und der Grad derselben ergibt sich als Summe der Ordnungen 
der beiden Leitcurven L und wird sonach ausgedrückt durch: 

—1)— s = mm^ —s. 

Wir erhalten somit, wenn m die Ordnung der Leitfläche F, 
die Ordnung der Leitlinie L und s die Anzahl der Schnitt¬ 
punkte von L mit den doppelten Linien auf der Fläche Fbedeutet, 
den Satz: 

„Der Grad der einer Fläche F längs einer auf ihr verzeieb¬ 
neten Leitcurve L entsprechenden Normalenfläche ist durch: 
{m. m.^ —s) bestimmt. 

Wir wollen die Richtigkeit des gefundenen Resultates durch 
Anwendung desselben auf eine bekannte Eigenschaft windschiefer 
Flächen erhärten. 

Bekanntlich besitzt eine Regelfläche m-ten Grades eine 
Doppelcurve, welche jede Erzeugende in (w?—2) Punkten trifft. 
Der Grad der Normalenfläche einer windschiefen Fläche längs 
einer geradlinigen Erzeugenden derselben, wird nun, nach dem 
oben aufgestellten Satze, da = 1 und .s = w—2 ist, durch: 

m^m —5 = m — (in — 2 ) = 2 
ausgedriiekt erscheinen. 

In der That besitzt eine Regelfläche längs einer geradlinigen 
Erzeugenden ein hyperbolisches Paraboloid als Normalenfläche. 

Um zu weiteren Resultaten zu gelangen, wollen wir noch die 
übrigen Charakteristiken der der Leitfläche F längs der Leit¬ 
curve L umschriebenen Developpablen D ermitteln. 

Die Ordnung der Fläche sei m und die Leitcurve F, welche 
wir als vollständigen Durchschnitt der Fläche F mit einer Fläche 
w?/-ter Ordnung voraussetzen wollen, werde sonach durch eine 
Curve Ordnung dargestellt. 

Ist nun P ein Punkt im Raume, so ist dessen erste Polarfläche 
in Bezug auf die Fläche F von der (m —l)-ten Ordnung. Dieselbe 
schneidet die Leitcurve L somit in m .m'(m —1) Punkten. 
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In jedem dieser Punkte geht die Tangentialebene der Fläche F, 
also auch jene der Developpablen B durch den Punkt P, d. h., 
die Zahl 

mm'{in —1) 

bestimmt die Classe der Developpablen D. 

Nehmen wir nun an, die erste Polarfläche des Punktes P be¬ 
rühre die Leitcurve L in irgend einem Punkte ß, oder mit anderen 
Worten, der Punkt R vereinige in sich z^vei der mm'{m —1) Schnitt¬ 
punkte. Unter dieser Voraussetzung gibt es offenbar in R zwei un¬ 
mittelbar aufeinanderfolgende Tangentialebenen der Fläche F, 
also auch der Developpablen D, welche durch den Punkt P gehen. 

Der Schnitt PR dieser beiden Berührungsebenen ist mithin 
eine Erzeugende der Developpablen D, oder, was dasselbe ist, 
der Punkt P liegt auf D. 

Auf Grund dieser Eigenschaft ist es nunmehr leicht, die 
Ordnung der Developpablen D zu bestimmen, d. h. die 
Anzahl der Punkte, welche eine beliebige Gerade G des Eaumes 
mit der Developpablen B gemein hat, festzustellen, oder mit 
Rücksicht auf das Vorhergegangene, die Anzahl jener Punkte 
auf der Geraden deren erste Polarflächen in Bezug auf die 
Fläche F die Curve L berühren, anzugeben. 

Da die Fläche F von der 7??-ten Ordnung ist, so ist ihre erste 
Polarfläche von der Ordnung {m —1); die Polarflächen aller 
Punkte der Geraden G bilden mithin in Bezug auf die Fläche F, 
ein Flächenbüschel der (m- —l)-ten Ordnung. 

Nun ist bekannt (Cr emo na, Theorie der Oberflächen), dass 
es in einem F1 ä c h e n b ü s c h e 1 p.-ter Ordnung: 

Flächen gibt, welche die Schnittlinie zweier Flächen von den 
Ordnungen und berühren. 

Im vorliegenden Falle ist: /j,=w?—1, und 

mithin obige Zahl gleich: 

m. m'[m -i- m' -h 2(in —1)— 4]=mm'{3m-i~m' —6). 

Dies ist somit die Anzahl der Polarfläclien jener 
Punkte der Geraden G^ welche zugleich die Leitcurve L berühren, 
also die Zahl der Punkte, welche G mit der Developpablen B 
gemein hat, oder mit anderen Worten, die Ordnung der Deve¬ 
loppablen Bj welche Avir kurz mit r bezeichnen Avollen. 
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Die unendlich ferne Curve der Developpablen D ist 
mithin eine Curve 

~h m’ —6)-ter Ordnung 
und —l)-ter Classe. 

Bezeichnen Avir mit i die Zahl der Inflexionstangenten 
und mit^jene der Doppeltangenten der Curve üdj so ist nach 
Plücker: 

r=n{ii — 1)—2.3-—3 / 

odei’j indem wir für?’und n die oben angegebenen Werthe einsetzen : 
h-?)/—-6)— mm'(in — ■l)\)nm'{in —1)—1]=—(23-}-3i). 

Jeder Inflexionstangente Avürde eine stationäre oder Wende- 
ebene der Developpablen D entsprechen, d. h., es müssten auf der 
Leitcurve L Punkte vorhanden sein, in welchen die Leitfläche 
stationär wäre. Da es aber auf einer Fläche im Allgemeinen bloss 
eine endliche x4nzahl von Punkten gibt, Avelche diese Eigenschaft 
besitzen, und dieselben demnach gleichsam nur zufällig auf der 
Leitcurve L liegen könnten, so folgt, dass im Allgemeinen /=0 ist. 

Wir haben daher: 

2B=mm'(m — 1 )[mm'(m —1)— Y\—mm'(?>m -+- m ’—6) 
=:mhn'\m — 1)^— mm'(in — 1)— mm'(pm -hm' —6) 
=mm'[mm'(m —1)^—(4w -f- m '—7)] 
und hiernach die Anzahl der Doppeltangenten der unendlich 
fernen Curven Ua der Developpablen D gleich: 
mm' 

^=-^[mm'(m —1 )^—(Am m’ —7)]. 

Nun ist aber, Avie früher gezeigt Avurde, die unendlich ferne 
Leitlinie Un der Nornialenfläche die Reciprocalcurve der 
Curve üd bezüglich des imaginären Kugelkreises. Den Doppel¬ 
tangenten 3- der letzteren entsprechen dann Doppelpunkte d der 
ersteren in gleicher Zahl, Avoraus folgt, dass die Anzahl der 
Doppelpunkte, AA^elche die Cuiwe ü,, besitzt, ausgedrückt 
Avird durch: 

mm ’ 

0 =—^ \inm'(m —1)’—(4??? -i-???'—7)] 

Ausser diesen o Punkten entsprechen aber dem Schnitte 
der Normalenfläche mit der unendlich fernen Ebene noch 
andere Doppelpunkte. 
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Der Schnitt besteht nämlich aus der Curve Un und aus den 
mm' Erzeugenden der Fläche, welche die Schnittpunkte der Leit- 
curve L (von der w?m'-ten Ordnung)'und der unendlich fernen 
Ebene mit den entsprechenden Punkten von Un verbinden. 

Diese 7nm' Erzeugenden schneiden sich gegenseitig in 
mm'. .. 

Punkten, welche Doppelpunkte des Gesammtschnittes vorstellen. 
Ferner schneidet jede dieser Erzeugenden die Curve Un in 

mm'{in —1) 

Punkten, von welchen einer den Berührungspunkt der unendlich 
fernen Ebene mit der Normalenfläche in der betreffenden Erzeugen¬ 
den vorstellt, während die übrigen 

[mm'{m —1)—1] ^ 

Punkte auf jeder der Erzeugenden wirkliche Doppelpunkte 
sind. 


Es ergibt sich sonach die Zahl sämmtlicher Doppelpunkte 
als Summe von: 

0 , —1) und mm'[mm'{m —1)—1] 

und ist daher ausgedrttckt durch: 
mm' 

\2mm'{in —1)—2 -i- mm '—1 mm'{in —1)^—(4m - 4 - m' —7)] 


= -—'\2mhn' — 2mm' -h mm' ni^m' — 

H-mm'—4m—m'-i-7—3] 

= \)irm — 4??^ — m -f- 4J. 

Die gefundenen Doppelpunkte sind die Schnittpunkte der 
unendlich fernen Ebene mit der Doppelcurve der windschiefen 
Normalenfläche; ihre Anzahl bestimmt mithin die Ordnung dieser 
Doppelcurve. 

Es gilt mithin der Satz: 

„Die Doppellinie der Normalenfläche einer Fläche m-ter Ord¬ 
nung längs ihres Durchschnittes mit einer Fläche m'-Ordnung ist 
eine Curve 


mm r o , . 

-^[m^m —4m- 

u 


-m'-h4]-ter Ordnung. 
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Es unterliegt niinmelir auch keiner weiteren Schwierigkeit^ 
die übrigen Charakteristiken der Developpablen Z) zu 
bestimmen. 

Bezeichnen wir wieder mit r die Ordnung, mit n die Classe 
der Developpablen D, mit i die Zahl der Inflexionstangenten ihres 
ebenen Schnittes und mit |y, die Ordnung der zugehörigen Cuspi- 
dalkante, so ist nach Plücker: 

[j. — i = 3(y— ti) 

oder, da im vorliegenden Falle /=0, 

r = mm’{^m-\-m' —6) und ii = mm'{in — 1) ist, wird: 
a = 3mm'(3m -f- m' — 6 — -i- 1) oder: 

jUL = 3mm'(2m -h m' — 5). 

Benennen wir mit ß die stationären Punkte der Cuspidal- 
kante, so erhalten wir diese nach der PlückePschen Formel 

n — 'S = 3(r — ^a). 

Nachdem 7i = imn’ (m — 1); r = mm' (3m h- m' — 6) und 
juL = 3mm'(2m-Hm' — b') ist, wird: 

ß — ?i — 3(r— (x) oder: 

ß = W 2 m/(m— 1) — 3m?n'[(3m h- m' — 6) — 3(2m h- m' —5)] 

= mm'[m—1 — 9m — 3m' -h-18 -h 18m-i- 9??i' — 45) oder 
ß = 2mm'(bm -h 3m/ —14) 

Für die x Doppelpunkte des ebenen Schnittes mit der 
Developpablen D hat man die bekannte Gleichung: 

n = r(r — 1) — 2x — Sjx oder 
2x = r(r — 1) — 71 — SjJL; 

für r, 71 und ix die entsprechenden Werthe substituirt erhält man: 

2.^•=w^^m'^(3m^-m'—6)^—w?n?/(3mH-m'—6)— 711717 '( 771 —1) — %nm' 
(2m-f-m'—5) oder 

X = (3m H- m' — 6)^—mm'(l Im -h 5m' — 26). 

Die Singularitäten des ebenen Schnittes der Deve¬ 
loppablen J) gelten natürlich auch für die unendlich ferne Curve 
derselben. 
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Nun Avissen Avir, dass die unendlich ferne CuiTe £4, der 
Normalenfläclie zu üd reciprok ist. Es entsprechen sonach den 
Singularitäten A^on üa ebenfalls Singularitäten der Curve Un^ und 
ZAvar den Doppel- und Rückkehrpunkten A^on Ua Doppel- und 
Inflexionstangenten A^on Un und umgekehrt. 

Nachdem die Anzahl der Doppelpunkte a^oii Ua durch: 

x = —^^ ( 3??2 -hm' — 6)^—mm'(lim -h 5m'—26) 

festgestellt Avurde, ergeben sich die Doppeltangenten von £7„ 
in gleicher Zahl. 

Die Rückkehrpunkte von TJa ergeben sich als Schnitt¬ 
punkte der Cuspidalkante mit der unendlich fernen Ebene; ihre 
Anzahl stimmt überein mit der Ordnung der Cuspidalkante, ist 
also gleich: 

3mm'(2m -hm' — 5), 

durch Avelche Zahl mithin auch die Inflexionstangenten der 
Curve £7„ ausgedrückt erscheinen. 

Die Anzahl der Doppelpunkte von Avurde bereits durch 

, Ä , 

—4m—m -h4) 

festgestellt. 

Bedeutet v die Ordnung einer ebenen Curve, /j. deren Classe, 
die Zahl der Doppelpunkte, x jene der Rückkehrpunkte, die 
der Doppeltangenten, i die Anzahl der Inflexionstangenten und p 
das Geschlecht dieser Curve, so ist bekanntlich: 

(v-l)(v-2) _ (/>—1)(^-2) . 

2 ' 2 

Unter dem Ge sc hl echte einer Raum curve A^ersteht 
man das Geschlecht ihrer Projektion auf eine Ebene. 

Das Geschlecht von £7« Avird daher, da für die Leitcurve Un 

v = wm\m —1), 

will' 

0 = [mm'(m — 1)^—(4m -h???' — 7)]und x = 0 

gefunden Avurde, ausgesprochen durch: 
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1)-l][t«/«'(m-l)-2]-'^\-,H-l)*+^(4wi+m-7) 




ijn — 1)^-^ (wi — 1) -t- 1-^— {m — 1)* 


HHL , r7\ n 

—7) oder: 


(wi -H m —• 4) -H l. 


Bezeichnet man ferner mit v die Ordnung der Leitcurve^ 
respective ihrer Projection auf eine Ebene und mit h die Anzahl 
der scheinbaren Doppelpunkte d. i. der durch einen beliebigen 
Punkt gehenden zweipunktigen Secanten der Kaumcurve (Doppel¬ 
punkte ihrer Projection), so ist das Geschlecht der Leitcurve L 
oder beziehungsweise jenes ihrer Projection auf eine Ebene 
ausgedrückt durch: 

Nachdem die Ordnung derLeitcurve, also auch ihre Projection 
gleich mm' ist, wird die Zahl 


h = -^{^n — 1 ) (;?/ — 1 ) 

mithin das Geschlecht von L: 

^{mm' — 1) (mm' — 2)— ( 771 —l)(m' — 1) 


37)7771' 


-h 1 — ' 


7)77)7 , 


• 777 


777771 


777771 




777 


4)- 


sein. 

Hieraus ist gleichzeitig zu ersehen, dass die beiden Leit- 
curven und L der Normalenfläche von gleichem Ge- 
schlechte sind. Dieses gilt, wie bekannt^, für alle auf einer 
windschiefen Fläche verzeichneten Curven, welcher Ordnung die¬ 
selben auch sein mögen, wenn die Erzeugenden der windschiefen 
Fläche auf diesen Curven eindeutige Punktreihen bestimmen, 
woraus das Gesagte in der oben entwickelten Weise folgt. 


1 Cremona, Theorie der Oberflächeu. Cap. VIIL §§. 57, 58. 
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Nach diesen Auseinandersetzungen wollen wir noch zu 
ermitteln suchen, wie viele Erzeugende eine windschiefe 
Normalenfläche besitze, in welchen sieden Charakter 
einer aufwickelbaren Fläche annimmt, d. h. längs 
welcher sie eine einzige Berührungsebene zulässt, oder mit anderen 
Worten, wir wollen die Anzahl jener Normalen feststellen, welche 
von den unmittelbar folgenden geschnitten werden. 

Zu diesem Behufe stellen wir folgende Vorbetrachtungen an; 

In irgend einer Ebene seien zwei beliebige Curven C\ und 
(Fig. 2), von den bezüglichen Classen und und vom selben 
Geschlechte gegeben. Dieselben seien als Enveloppen eindeutig 
auf einander bezogen. Jeder Tangente der einen Curve wird somit 
eine, aber auch nur eine Tangente der anderen entsprechen. 

Der geometrische Ort der Durchschnittspuiikte entsprechender 
Tangenten ist eine Curve K, deren Ordnung leicht zu bestimmen 
sein wird. 

Nehmen wir eine beliebige Gerade G in der Ebene der beiden 
Curven und an und betrachten wir die beiden Punktreihen 
und R^j welche die Tangenten der Curve C^, respective auf 
G bestimmen. 

Da die Curve C^ von der ^^^-ten Classe ist, werden von einem 
beliebigen Punkte der Geraden G auch Tangenten an 

gezogen werden können, die wir mit t[, t\ .f/i bezeichnen 

wollen. 

Jeder einzelnen dieser Tangenten entspricht eine Tangente der 
Curve Cg, welche wir ^g, fl - - - nennen, während die Schnitt¬ 
punkte derselben mit der Geraden C, durch -. . .x^^ 

bezeichnet seien. 

Betrachten wir den Punkt x^ als Element der Reihe so 
entsprechen demselben in der Reihe R^ die Punkte x^j x\, 
x\. . . .x\^ und auf gleiche Weise werden einem Punkte der 
Reihe R^ die Punkte y\, y\j y\* • • y'l' der Reihe R^ entsprechen. 
Die beiden Reihen R^ und R^ sind mithin in der Weise aufeinander 
bezogen, dass einem Punkte der einen, Punkte der zweiten und 
umgekehrt einem Punkte der zweiten Reihe, Punkte der ersten 
entsprechen. 

Nach dem Chasles’schen Correspondenzprincipe besitzen 
diese beiden auf G liegenden Reihen Doppelpunkte, d. h. 
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es kömmt -i- yi 2 )mal vor, dass ein Punkt der einen Eeihe mit 
seinem entsprechenden Punkte auf der anderen Eeihe comcidirt. 

Auf einer beliebigen Geraden G gibt es also ( 71 ^ Punkte, 
in welchen sich entsprechende Tangenten der beiden Curven 
und Cg schneiden, und die Curve, welche die Schnittpunkte 
entsprechender Tangenten von und Cg erzeugen, ist von der 
(n^ ?^g)-ten Ordnung. 

Sei nun R eine windschiefe Fläche ???-ter Ordnun g und r-ten 
Eanges, Avobei unterEang die Classe eines ebenen Schnittes 
der Fläche zu verstehen ist, und nehmen wir an, und Cg 
(Fig. 3) seien zwei ebene Schnitte der windschiefen Fläche /?, 
also der Voraussetzung gemäss, Cuiwen r-ter Classe. 

Die Developpablen und Dg, welche der wind¬ 
schiefen Fläche R längs der beiden ebenen Schnitte und Cg 
umschrieben gedacht werden können, sind selbstverständlich 
gleichfalls von der r-ten Classe. 

Die geradlinigen Erzeugenden der windschiefen Fläche R 
schneiden die beiden Curven und in eindeutigen Punktreihen, 
es können somit auch die Tangenten der Curven und Cg in 
entsprechenden, d. i. in solchen Punkten und welche eine 
Erzeugende g von R auf und Cg bestimmt, eindeutig auf einander 
bezogen werden. 

Dasselbe gilt aber auch von den Berührungsebenen der 
Developpablen D^ und Dg. Die Ebene, welche durch g und die 
Tangente im Punkte geht, berührt die Avindschiefe Fläche in 
dem nämlichen Punkte, ist mithin eine erzeugende Ebene (Tan¬ 
gentialebene) der Developpablen D^. Andererseits ist die Ebene 
durch g und die Tangente im Punkte Cg die Berührungsebene 
der windschiefen Fläche im Punkte |g, folglich auch eine erzeugende 
Ebene der Developpablen Dg. 

Die erzeugenden oder Berührungs-Ebenen der beiden Deve¬ 
loppablen Dj und Dg sind aber derart auf einander bezogen, dass 
solche Ebenen, welche die AvindschiefeFläche R in entsprechenden 
Punkten und |g der Curven und Cg berühren, einander ent¬ 
sprechen. 

Denken wir uns nun die beiden Developpablen D^ und Dg, 
welche so Avie ihre Leitlinien und Cg von der ?*-ten Classe sind, 
durch eine beliebige Ebene E geschnitten, so ergeben sich zaa ei 
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Curveii r-ter Classe als Schnitte, deren Tangenten, indem sie 
Schnitte der Ebene E mit den Berührungsebenen der Develop- 
pablenDj und vorstellen, gleichfalls eindeutig einander ent¬ 
sprechen. 

Nach Früherem ist die Curve, welche sich als geome¬ 
trischer Ort der Schnittpunkte entsprechender Tangenten 
von und ergibt, von der 2r'ten Ordnung. 

Berücksichtigt man aber, dass je zwei entsprechende Ebenen 
der Developpablen und immer eine Erzeugende der wind¬ 
schiefen Fläche gemein haben, so ist klar, dass deren Schnitte 
mit der Ebene £, d. i. die entsprechenden Tangenten der Curven 
und Cg sich in jenem Punkte treffen werden, in welchem die 
besagte Erzeugende die Ebene E schneidet, so dass die Curve, 
welche von den Schnittpunkten entsprechender Tangenten der 
und Cg erzeugt wird, mit dem Schnitte der windschiefen Fläche R 
und der Ebene E identisch ist. 

Da aber in dieser Hinsicht die Ordnung des Schnittes gleich 
jener der Regelfläche Ä, also gleich in ist, während früher die 
Ordnung gleich 2 r gefunden wurde, so ist leicht einzusehen, dass 
es unter den Tangenten von C^ und Cg solche geben müsse, 
welche mit ihren entsprechenden Tangenten zusammenfallen und 
hiemit offenbar Gerade repräsentiren, welche zu dem Erzeugnisse 
der Schnittpunkte entsprechender Tangenten mitgehören. 

Der Gesammtort derselben ist von der 2/--ten Ordnung; ein 
Theil hievon stellt eine Curve m-ter Ordnung dar, und sonach 
ergibt sich die Anzahl der Paare zusammenfallender, 
entsprechender Tangenten als die Differenz: 

(2r— m). 

Nun ist aber weiters klar, dass sich die beiden Curven c\ 
und Cg auf der Regelfläche R in in Punkten scheiden. Die letzt¬ 
genannten in Punkte sind nämlich jene, in welchen die Schnitt¬ 
gerade ihrer Ebenen die Regelfläche trifft. 

Die B e r ü h r u n g s e b e n e n der windschiefen Fläche in diesen 
m Punkten sind gleichzeitig erzeugende Ebenen der beiden 
Developpablen und B^. Unter den vorerwähnten (2r — m) 
Geraden, welche zusammenfallende, entsprechende Tangenten von 
C^ und Cg vorstellen, rühren demnach in derselben von den obge¬ 
nannten Ebenen her, so zwar, dass sich nunmehr noch ein Rest von 
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2(r — w) 

herausgestellt. 

Durch das Voraiisgeschickte wurde weiters klar gelegt, dass 
zwei entsprechende Ebenen der Developpablen und eine 
Erzeugende von R gemein haben. Unter allen Paaren solch ent¬ 
sprechender Ebenen gibt es demnach 2(r — m) derselben, welche 
noch eine zweite Gerade, d. i. ein Paar zusammenfallender Tan¬ 
genten an und gemein haben, oder es gibt 2(r— -m) zu¬ 
sammenfallende, entsprechende Ebenen der Deve¬ 
loppablen Dj und Dg. 

Jede dieser Ebenen berührt die windschiefe Fläche in zwei 
verschiedenen Punkten einer Erzeugenden und folglich in allen 
Punkten derselben. Letzteres ist aber nur dann möglich, wenn 
diese Erzeugende von der unmittelbar folgenden geschnitten wird. 

Wir gelangen mithin zu dem Resultate, dass eine wind¬ 
schiefe Regelfläche m-ter Ordnung und 7’-ten Ranges 
2(7’— m) Erzeugenden besitzt, in welchen sie den Charakter 
einer aufwickelbaren Fläche annimmt, also 2(7’ — ni) Er¬ 
zeugenden besitze, die von den unmittelbar benachbarten ge¬ 
schnitten werden.^ 

Um das Nachgewiesene auf die Normalenfläche anzuwenden, 
wird es nothwendig sein, deren Ordnung und Rang zu be¬ 
stimmen. 

Was die Ordnung betrifft, so wurde dieselbe durch: 

( 777 ^. 777 ') 

festgestellt, welche Ordnungszahl, wie wir wissen, auch mit der 
eines ebenen Schnittes derselben übereinstimmt. 

Die Classe r des letzteren, d. i. der Rang der Normalenfläche, 
ergibt sich aus der PlückeFschen Gleichung: 

r = p.(|ui — 1) —^ 2o — 3x, 

in welcher bekanntlich [x die Ordnung, o die Zahl der Doppel¬ 
punkte und X jene der Rückkehrpunkte bezeichnet. Nun ist 
ix = m^.7n', und da die Normalenfläche eine Doppelcurve 

777777 ' 

(777^77?/—4777 — 777'-H4)-ter Ordiiuiig besitzt, ist S gleich dieser 

u 

1 R. Sturm, über Normalen, Fusspunktscurven etc. (Annalen d. 
Math.; Bd. 6, Bd. 7. 

Sitzb. d. matheii;. naturw. Cl. LXXXI. Bd. IT. Abth. 


73 
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Oi’diiung’szahl, während x, da im Schnitte keine Rückkehrpunkte 
Vorkommen, gleich Null ist. 

Es ergibt sich sonach: 

r = mhn' {inhn '— 1) — mm' {inhn' — 4w?— m' -h 4), oder 
r = mm' (3?w -h w' — 4). 

Greifen wir auf das vordem in der allgemeinen Entwicklung 
erhaltene Resultat 2(r — w) zurück, wodurch die Anzahl der 
Erzeugenden fixirt wurde, in welchen die windschiefe Regel¬ 
fläche den Charakter einer aufwickelbaren annimmt, so erhalten 
Avir durch Substitution auf den vorliegenden Fall angeA\endet: 

(3m -K m' ■— 4) — m^m'] oder 
'imm' {2m -i- m' — 4) 

woraus der Satz folgt: 

„Die Normalenfläche einer Fläche m-ter Ordnung längs ihres 
Schnittes mit einer Fläche ???'-ter Ordnung besitzt 
2 mm' [2m -\~m' — 4) 

gerade Erzeugende, welche von ihren unmittelbar folgenden ge¬ 
schnitten werden, oder längs welcher sie den Charakter einer 
aufwickelbaren Fläche besitzt.“ 

Diese Erzeugendenzahl lässt sich übrigens auch durch die 
Charaktere der ursprünglichen Leitfläche zum Aus¬ 
drucke bringen. Nach Früherem ist nämlich m die Ordnung und 
r = m(7?z—1) der Rang oder die Classe eines ebenen Schnittes 
derselben. Die Classe der Leitcurve Z Avurde eingangs durch 
p = m7n' (vi —1), ihre Ordnungszahl durch ij, = 7nm' bestimmt, und 
die Zahl <x' der Inflexionstangenten der Leitfläche in Punkten 
der Leitlinie ist bekanntlich gleich ??????/(3m-i-2m/—8), wonach: 

|ui -H p -h- a' = mm' -f- inm'ipn —1) -i- ???m/ (3m -4- 2???' — 8) 

= 2mm'{^m -h m' —4), 

welches Resultat mit dem obigen in voller Übereinstimmung ist. 

De la Gournerie nennt derartige Erzeugenden einer 
windschiefen Fläche, welche von den unmittelbar folgenden ge¬ 
schnitten werden, „Kanten“ der windschiefen Fläche und die 
obbezeichneten Schnittpunkte „Spitzen“ derselben. 

Es wird nun auch keinem Anstande unterliegen, dem vorher 
aufgestellten Satze über die 2mm' {2m-\-m' —^4) Kanten der Nor- 
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malenfläche eine etwas andere Fassung zu geben, und wollen wir, 
zur Erreichung unseres Zweckes, folgende Betrachtung anstellen. 

Jede Erzeugende der Normalenfläche ist eine Normale der 
gegebenen Leitfläche. 

Schneiden sich zwei unmittelbar aufeinanderfolgende Nor¬ 
malen der Leitfläche, so ist die Verbindungslinie ihrer Fuss- 
punkte ein Element einer Krümmungslinie der Leitfläche. 

Hiernach ist einleuchtend, dass die Leitcurve L der Nor¬ 
malenfläche 2 mm'(2m~+-7n' —4) Elemente besitzt, welche gleich¬ 
zeitig Elemente von Krümmungslinien sind, oder mit andern 
'Worten, dass die Leitcurve Z von [2mm'(2???-i- w?/—4)] Krümmungs¬ 
linien der Fläche berührt wird. 

Auf Grund dieser einfachen Betrachtung lässt sich der obige 
Satz in folgende Form bringen: 

„Unter den Krümmungslinien einer Fläche ??i-ter Ordnung 
gibt es immer 

2 m7n'{2m n- w?'—4), 

welche die Schnittcurve dieser Fläche mit einer Fläche m'-ter 
Ordnung berühren, oder: 

eine Curve mm'-itv Ordnung auf einer Fläche ???-ter Ord¬ 
nung hat 

2mm*{2m -h m* —4) 
Krümmungslinien-Tangenten. “ 

Ist speciell m’ = 1^ d. h. die Leitlinie für die Normalenfläche 
ein ebener Schnitt der Leitfläche, so ist die Zahl der Kanten 
dev Normalfläche: 

2 m{2m — 3). 

Diese Zahl drückt aus, wie gross die Anzahl der Krüm¬ 
mungslinien der Fläche ist, welche eine Ebene, oder, was 
dasselbe ist, einen ebenen Schnitt der Leitfläche berühren. 

Da die Normalenfläche einer beliebigen Fläche F längs 
einer Leitcurve L identisch ist mit der Normalenfläche der Deve- 
loppablen D, welche der Fläche F längs der Curve L umschrieben 
ist, so drängt sich uns die Ansicht auf, dass es von Nutzen sein 
dürfte,dieNormalenflächen der aufwickelbarenFlächen 
einer eingehenderen Betrachtung undUntersuchung zu unterziehen. 

Setzen wir zu diesem Zwecke voraus, die Cuspidalkante der 
Developpablen sei durch die Schnittlinie zweier Flächen m-ter 

73 * 
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lind Ordnung*, mithin durch eine Curve Ordnung- 

gegeben. 

Der Annahme gemäss ist sodann die Ordnung der Deve 
loppablen: 


mm'{in m ’— 2); 

und ihre Classe: 

'dmm'{m m '— 3). 


Die Normalen der aufwickelbaren Fläche stehen auf den 
Berührungsebenen derselben senkrecht. Die unendlich fernen 
Punkte der Normalen sind in Folge dessen polarreciprok zu den 
unendlich fernen Geraden der betreffenden Berührungsebenen der 
Developpablen in Bezug auf den unendlich fernen Kugelkreis. 

Die unendlich ferne Leitlinie einer jeden Normalen¬ 
fläche der Developpablen ist also die Eeciprokalcurve der 
unendlich fernen Curve der letzteren in Bezug auf den imagi¬ 
nären Kugelkreis, mithin eine Curve 

-h m' —3)-ter Ordnung. 

Nachdem das Gesagte von der Form und den Charakteren 
der Leitcurve der Normalenflächen unabhängig ist, ergibt sich 
als unmittelbare Folgerung der Satz: 

„Sämmtliche Normalenflächen einer Developpablen haben 
jene Curve im Unendlichen gemein, welche sich als Eeciproke der 
unendlich fernen Curve der Developpablen in Bezug auf den 
imaginären Kugelkreis ergibt.“ 

Nehmen wir als Leitcurve für die Normalenfläche insbesondere 
die Cuspidalkante der Developpablen an, so erhalten wir als Nor¬ 
malenfläche jene windschiefe Fläche, welche unter dem Namen der 
Fläche der Bi normalen für diese Cuspidalkante bekannt ist. 
Jede Erzeugende der Normalenfläche ist diesfalls eine Gerade, 
welche durch einen Punkt der Cuspidalkante senkrecht zu der 
zugehörigen Schmiegungsebene geführt wird, und daher die Binor- 
male der Cuspidalkante in dem betreffenden Punkte repräsentirt. 

Die bezeichnete Normalenfläche ist sonach durch zwei Leit¬ 
linien, d. i. der Cuspidalkante Twm'-ter Ordnung und der unendlich 
fernen Leitlinie, welche von der —3)-ten Ordnung 

ist, gegeben. 
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Die Erzeiig’enden sind G-erade, welche die Elemente zweier 
'eindeutigen Reihen auf den hezeichneten Ciirven mit einander 
verbinden; es ergibt sich sonach der Grad der Fläche als Summe 
der Ordnungen ihrer Leitlinien und ist daher: 

mm' -f- omm'{m H- m '— 3) = mm'{^m -i- ^m '— 8) 

Hieraus ergibt sich der Satz: 

„Der Grad der Binormalenfläche einer Raumcurve, welche 
sich als Schnitt zweier Flächen von den Ordnungen w und v}' 
ergibt, ist ausgedrückt durch: 

mm'i^m — 8 ). 

Eine weitere Eigenschaft, welche sich auf alle Normalen¬ 
flächen einer und derselben aufwickelbaren Fläche 
bezieht, ergibt sich durch folgende Betrachtung. 

Die unendlich ferne Leitcurve der Normalenflächen einer auf¬ 
wickelbaren Fläche ist die Polarreciproke der unendlich fernen 
Curve dieser Developpablen. 

Bezeichnen wir diese beiden unendlich fernen Curven wieder 
beziehungsweise mit Vn und C^, so entspricht jeder Tangente 
von Ud ein Punkt der ün derart, dass die durch die Tangente 
geführte erzeugende Ebene der Developpablen D senkrecht steht 
zu der durch den entsprechenden Punkt gehenden Erzeugenden 
der Normalenfläche. 

Umgekehrt wird aber auch jeder Tangente von ein Punkt 
auf üd in der Weise entsprechen, dass eine durch die erstere 
gelegte Ebene zu einer durch den letzteren gehenden Geraden 
senkrecht steht. 

Nennen wir daher / eine Erzeugende der Developpablen D 
und B die zugehörige Berührungsebene, welche die unendlich 
ferne Ebene in einer Tangente der Curve Vd schneidet. Der 
Berührungspunkt von ist der unendlich ferne Punkt der Er¬ 
zeugenden /. Sei ferner g jene Erzeugende der Normalenfläche, 
welche auf der Ebene B senkrecht steht, so wird ihr unendlich ferner 
Punkt Ug der Curve angehören und reciprok der Tangente 
entsprechen. 

Denken wir uns die Tangente ^ im Punkte der Curve 11^ 
hinzu, so entspricht diese reciprok dem Punkte Vi der Curve Udj 
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und die durch g und diese Tangente 4 gelegte Ebene A wird 
mithin auf der Erzeugenden der Developpahlen D senkrecht 
stehen. 

Bei näherer Betrachtung der so erhaltenen Ebene A finden 
wir, dass dieselbe die asymptotische Ebene der windschiefen 
Normalenfläche für die Erzeugende g sei, oder, was dasselbe ist^ 
dass diese Ebene die windschiefe Normalenfläche im unendlich 
fernen Punkte u^j der Erzeugenden g berühre. Dieselbe enthält 
nämlich die bezeichnete Erzeugende und ausserdem die unendlich 
ferne Tangente ta im Punkte Ug und berührt somit die Fläche in 
dem letztgenannten Punkte. 

Hieraus ist gleichzeitig zu ersehen, dass die asymptotische 
Ebene der Normalenfläche für eine ihrer Erzeugenden g senkrecht 
stehe zu der entsprechenden Erzeugenden l der Developpahlen D. 
Die durch g und l gelegte Ebene S wird mithin auf der asympto¬ 
tischen Ebene senkrecht stehen. 

Nun ist bekannt, dass eine Ebene, wie welche durch die 
Erzeugende g einer windschiefen Fläche senkrecht zu der asym¬ 
ptotischen Ebene dieser Erzeugenden gelegt wird, die windschiefe 
Fläche in dem Centralpunkte dieser Erzeugenden y, d. i. in 
jenem Punkte, welcher der Strictionslinie angehört, berührt. 

Weiters haben wir zu beachten, dass die Ebene Ä, da sie 
durch die Normale g und die Erzeugende l der Developpahlen D 
geht, zu der Tangentialebene B der letzteren senkrecht stehe. 
Nun ist aber l eine Tangente der Cuspidalcurve der Developpahlen 
und B die zugehörige Schmiegungsebene; es wird mithin die 
durch l m B senkrecht geführte Ebene eine rectificirende 
Ebene der Cuspidalkante sein. 

Auf Grund dieses Ergebnisses gelangen wir zu dem Resultate, 
dass alle Centralebenen der Normalenfläche einerDeveloppablenZ), 
d. i. alle Ebenen, welche eine windschiefe Normalen¬ 
fläche in Punkten ihrer Strictionslinie berühren, 
gleichzeitig rectificirende Ebenen jener Developpab- 
len seien. 

Die aufwickelbare Fläche also, welche der windschiefen 
Normalenfläche längs ihrer Strictionslinie umschrieben werden 
kann, ist mithin die rectificirende Fläche der Cuspidalkante der 
developpahlen Leitfläche D. 
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Aus dem Umstaude endlich, dass bei unserer Betrachtung 
die Leitcurve L der Normalenfläche auf der Developpablen ganz 
und gar unbestimmt gelassen wurde, wird anstandslos gefolgert 
werden können, dass obige Eigenschaft für alle Normalenflächen 
einer und derselben Developpablen D gilt. 

Wir können somit den Satz aufstellen: 

„Die rectificirende Fläche einer Raumcurve berührt sämmt- 
liehe Normalenflächen der zu dieser Raumcurve gehörenden Tan¬ 
gentenfläche längs ihren Strictionslinien.“ 

Unter den Normalenflächen einer aufwickelbaren Fläche 
haben wir bereits früher diejenige hervorgehoben, welche zur 
Leitlinie die Cuspidalkante der Developpablen hat und die Bi- 
normalenfläche dieser Cuspidalkante vorstellt. Auch diese wird 
dem vorhergehenden Satze gemäss von der rectificirendeu Fläche 
der Cuspidalkante längs ihrer Strictionslinie berührt. 

Man sieht aber sofort, dass diese Berührungslinie keine 
andere, als die Cuspidalkante selbst ist, so dass der Satz gilt: 

„Die Strictionslinie der Binormalenfläche einer Raumcurve 
ist diese Raumcurve selbst.“ 

Im Allgemeinen ist die Leitlinie der Normalenfläche nicht 
auch gleichzeitig die Strictionslinie der Normalenfläche, obwohl 
man hiezu leicht durch die irrthümliche Annahme verleitet werden 
könnte, dass sämmtliche Erzeugenden der Normalenfläche auf der 
Leitlinie senkrecht stehen. 

Wir wollen hier untersuchen, wann der fragliche Fall wirk¬ 
lich eintritt. 

Es wurde in dem Vorhergehenden bewiesen, dass die Nor¬ 
malenfläche einer aufwickelbaren Fläche längs ihrer Cuspidal¬ 
kante die Binormalenfläche der letzteren repräsentire, und dass 
die Cuspidalkante in diesem Falle gleichzeitig die Strictionslinie 
der Binormalenfläche sei. 

Nun ist aber weiters auch klar, dass die Cuspidalkante einer 
aufwickelbaren Fläche die einzige Curve auf derselben ist, welche 
als Leitlinie der Normalenfläche angenommen, zugleich die Stric¬ 
tionslinie der letzteren darstellt. 

Sei also F irgend eine Fläche, L eine auf derselben gegebene 
Curve als Leitlinie für die Normalenfläche und endlich D die der 
Fläche F längs der Curve L umschriebene Developpable. 
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Da die Fläche F und die ihr umschriebene Developpahle I) 
längs der gemeinschaftlichen Bcrührungscurve L die nämliche 
Normalenfläche besitzen, so ist hieraus die Bedingung leicht zu 
erkennen, welcher L genügen muss, um gleichzeitig die Strictions- 
linie repräsentiren zu können. 

Die Curve L muss nämlich in diesem Falle zu gleicher Zeit 
auch die Cuspidalkante der Developpablen sein, oder mit andern 
Worten, die Curve L auf der Fläche F muss die Eigenschaft 
besitzen, dass ihre Schmiegungsebenen zugleich die Fläche F 
berühren. Eine Curve dieser Eigenschaft wird bekanntlich eine 
asymptotische Linie der Fläche F genannt. Wir gelangen 
hiernach zu dem Satze: 

„Wird auf einer beliebigen Fläche als Leitlinie für die Nor¬ 
malenfläche eine asymptotische Linie der letzteren angenommen, 
so repräsentirt diese gleichzeitig die Strictionslinie der Normalen¬ 
fläche.“ 

Ferner wurde in dem Vorhergegangenen gezeigt, dass die 
asymptotische Ebene der Normalenfläche einer Developpablen 
für eine Erzeugende der ersteren senkrecht stehe auf der ent¬ 
sprechenden geradlinigen Erzeugenden der letzteren. 

Diese Eigenschaft führt unter einer bestimmten Voraussetzung 
über die Natur der Leitcurve zu einen höchst wichtigen Satz. 

Setzen wir nämlich voraus, es sei C (Fig. 4) die Cuspidal¬ 
kante der developpablen Leitfläche D, Als Leitlinie L für die 
Normalenfläche nehmen wir eine sogenannte orthogonale 
Trajectorie (Filarevolvente) der Raumcurve C, d. i. eine Curve 
auf der Developpablen D an, welche sämmtliche Erzeugenden 
derselben rechtwinklig schneidet. 

Sei / eine Erzeugende der Developpablen />, welche die 
vorgenannte Trajectorie L im Punkte m treffen mag. Die Tan¬ 
gente i an L im Punkte in ist, der Voraussetzung gemäss, senk¬ 
recht zu L Ferner sei g die Normale der Developpablen D im 
Punkte nty also eine Erzeugende der Normalenfläche. 

Die asymptotische Ebene A der Normalenfläche für die 
Erzeugende g ist, wie bereits nachgewiesen, senkrecht zu /. Die¬ 
selbe enthält mithin auch die zu l senkrechte Gerade t. Die Tra¬ 
jectorie L ist eine Curve der Normalenfläche und t ihre Tangente 
im Punkte w. Die Ebene A, welche durch die Erzeugende g geht 
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und diese Tangente t enthält, berührt demnach die Normalen- 
fläche nicht nur in dem unendlich fernen Punkte von g, sondern 
auch im Punkte w der nämlichen Erzeugenden. 

Wir wissen aber, dass eine windschiefe Fläche von einer 
Ebene, welche durch eine ihrer Erzeugenden gelegt wird, nur in 
einem Punkte dieser letzteren berührt wird. 

Tritt mithin der Fall ein, dass eine Ebene, welche durch 
eine geradlinige Erzeugende einer Eegelfläche geht, diese in zwei 
Punkten berührt, so kann dieseFläche nur eine aufwickelbare sein, 
und wird dieselbe auch in allen anderen Punkten der besagten Er¬ 
zeugenden mit der oberwähnten Ebene eine Berührung eingehen. 

Man ersieht hieraus, dass die Normalenfläche der aufwickel- 
baren Fläche D längs der orthogonalen Trajectorie L keine 
windschiefe, sondern eine aufAvickelbare Fläche ist, dass also 
die T r aj e cto ri e L eine K r ü m mu n g s 1 i ni e der aufwickelbaren 
Fläche D sei. 

Das Gesagte gilt selbstverständlich von allen orthogonalen 
Trajectorien. 

Weiters ist klar, dass die geradlinigen Erzeugenden der 
Developpablen D gleichfalls Krümmungslinien der Fläche sind, 
indem letztere in allen Punkten einer solchen Erzeugenden von 
einer und derselben Ebene berührt wird. Die Normalen werden 
demnach ebenfalls eine Ebene repräsentiren, welehe gleichzeitig 
eine rectificirende Ebene der Cuspidalkante ist. Es folgt hieraus 
der bekannte Satz: 

„Auf einer developpablen Fläche bilden die geradlinigen 
Erzeugenden das eine System, die orthogonalen Trajectorien 
dagegen das andere System von Krümmungslinien.“ 

Bei einer aufwickelbaren Fläche vertritt, wie wir wissen, 
die Cuspidalkante die Stelle der Strictionslinie; es werden daher 
auch, nach einem vorher angeführten Satze die Cuspidalkanten 
aller entwickelbaren Normalenflächen einer Developpablen D 
auf der rectificirenden Fläche der Cuspidalkante C von D liegen. 

Bei intensiverem Eingehen und näherer Betrachtung der 
erzielten Resultate gelangen wir noch zu einer äusserst interessan¬ 
ten Eigenschaft, die wir hier nicht unerörtert lassen wollen. 

Wie erwähnt, ist die durch g und t (Fig.4) gehende Ebene A 
eine Berührungsebene der aufwickelbaren Normalenfläche und 
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(j die Berührungserzeugende auf der letzteren. Bezeichnen wir nun 
die zu der developpablen Normalenfläche gehörende Cuspidalkante 
mit Cr,, so ist g eine Tangente von Cl und die Ebene A die zuge- 
hörige Schmiegungsebene. 

Führen wir durch g zu A eine senkrechte Ebene, so berührt 
diese gleichfalls die Curve Cl und wird zur rectificirenden Ebene 
von Ci. Ferner enthält aber dieselbe Ebene auch die Erzeugende L 
der gegebenen Developpablen und steht auf der Berührungsebene 
By der ursprünglichen Developpablen D längs senkrecht, da in 
ihr die zu dieser Ebene senkrechte Gerade gelegen ist; dieselbe 
ist somit auch eine rectificirende Ebene der Cuspidalkante C der 
Developpablen D, 

Hiedurch ist sichergestellt, dass sämmtliche rectificirenden 
Ebenen der Cuspidalkante C der Leitdeveloppablen D gleich¬ 
zeitig rectificirende Ebenen für die Cuspidalkanten aller ent¬ 
wickelbaren Normalenflächen von D sind, oder, mit andern Wor¬ 
ten, dass die rectificirende Fläche von C auch rectificirende Fläche 
für die Cuspidalkanten aller aufwickelbaren Normalenflächen von 
D seien, dass also die Cuspidalkanten der letzteren geodätische 
Linien der rectificirenden Fläche der Cuspidalkante C von D sind. 

Bezeichnen wir nun, der Kürze halber, eine aufwickelbare 
Normalenfläche irgend einer beliebigen Fläche als „Normalen- 
torse“, so können wir den Satz aufstellen: 

„Die rectificirende Fläche einer Raumcurve ist gleichzeitig 
auch rectificirende Fläche für die Cuspidalkanten aller Normalen- 
torse der zu dieser Raumcurve gehörenden Tangentendeveloppa- 
blen“, oder: 

„Die Cuspidalkanten aller Normalentorse einer developpa¬ 
blen Fläche sind geodätische Linien auf der rectificirenden Fläche 
der Cuspidalkante jener Leitdeveloppablen.“ 

Ist eine Developpable von der mAen Ordnung und der 7^-ten 
Classe, so gilt dasselbe auch von einem ebenen Schnitte der¬ 
selben. 

Die Normalenfläche der Developpablen längs dieses ebenen 
Schnittes ist vom (m-}-7i)-ten Grade, da die eine Leitlinie S der 
Normalenfläche von der m-ten Ordnung, und die unendlich ferne 
Leitlinie ün als Reciproke der unendlich fernen Curve üa der 
Developpablen, von der w-ten Ordnung ist. 
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Denken wir uns die Ebene des Schnittes S als Projektions¬ 
ebene, so sind die Tangenten von S gleichzeitig die Tracen der 
Berührungsebenen der Developpablen in den Punkten von iS, mit¬ 
hin die Normalen der Curve S zu gleicher Zeit auch die Pro- 
jectionen der Flächennormalen auf die Ebene des Schnittes S, 
oder, was dasselbe ist, die Evolute der Curve ist die ortho¬ 
gonale Contour der windschiefen Normalenfläche auf der 
Ebene der Leitlinie S. 

Nachdem aber, wie wir wissen, die Contour einer wind¬ 
schiefen Fläche ,u-ten Grades eine Curve ,o,-ter Classe ist, wird die 
Evolute der Curve S von der (m-h?^)-ten Classe sein. 

Hiernach ergibt sich der Chasles'sche Satz: 

„Von einem Punkte aus können an eine Curve m-ter Ord¬ 
nung und /i-ter Classe (77i-h7i) Normalen gezogen werden“, 
oder: 

„Die Evolute einer ebenen Curve m-ter Ordnung und 7^-ter 
Classe ist eine Curve (m-f-7^)-te^ Classe.“ 

Auch die Ordnung der Evolute einer Curve m-terOrdnung 
und y^-ter Classe lässt sich durch eine einfache Betrachtung über 
Normalenflächen anstandslos ermitteln. 

Setzen wir voraus, es werde durch die Curve C (w?, n) eine 
aufwickelbare Fläche gelegt. Die Normalenfläche der letzteren 
längs der Curve C ist, wie vorher gezeigt, eine windschiefe Fläche 
vom (wH-^^)-ten Grade. Die orthogonale Contour der Nor¬ 
malenfläche auf der Ebene der Leitcurve C (letztere als Projec- 
tionsebene betrachtet) ist, wie bereits nachgewiesen, die Evolute 
der Curve C. 

Es ist klar, dass die Contour einer Fläche auf irgend einer 
Ebene von der nämlichen Ordnung ist, wie der der Fläche aus 
einem beliebigen Punkte umschriebene Kegel. Diese ist aber^ 
wenn wir die Ordnung der Fläche mit fx und jene ihrer Doppel- 
curve mit b bezeichnen, vorausgesetzt, dass die Fläche keine 
Cuspi dal kante besitzt, ausgedrückt durch: 

,a (;x-l)-26. 

Für die Normalenfläche ist /jl = m-hii. 

Die Ordnung b der Doppelcurve ergibt sich wie folgt 
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Die Normalenfläche entsteht als Ort der Verbindungs- 
Strahlen entsprechender Punkte zweier eindeutigen Punktreihen, 
deren eine auf der ebenen Leitcurve m-ter Ordnung, und deren 
zweite auf der im Unendlichen liegenden Leitcurve n-ter Ordnung 
sich vorfindet. 

Der Schnitt der Normalenfläche mit der unendlich fernen 
Ebene besteht, ausser der betreffenden Curve, aus den m Erzeu¬ 
genden, welche die m Schnittpunkte der Curve C mit der unend¬ 
lich fernen Ebene mit den ihnen entsprechenden Punkten auf 
Un verbinden. 

Dieser unendlich ferne Gesammtschnitt besitzt einerseits die 
T eigentlichen Doppelpunkte, andererseits die i eigentlichen Rück- 

7)1 

kehrpuukte der Curve U,, und ferner die — (wi—1) Schnittpunkte 

der m Erzeugenden untereinander. Endlich schneidet jede dieser 
7)1 Erzeugenden die Curve in n Punkten, wovon einer ein 
Berührungspunkt der Fläche mit der unendlich fernen Ebene ist, 
die übrigen {71 —1) dagegen Doppelpunkte sind. 

Die Gesammtheit aller Doppelpunkte ist hiernach: 

)ii 

m{)i — 1 )-H —(?w—l)-Hr- 4 -/ oder: 

zT 

mn^ -^())i — 

Die Zahlen r und / lassen sich leicht durch Charaktere der 
gegebenen Leitcurve C, welche 7 w-ter Ordnung und ?«-ter Classe 
ist, ausdrücken. Da nämlich die Curve IJn eine Polarreciproke zu 
der unendlich fernen Curve der Developpablen, also eine Curve 
von der Ordnung n und der Classe ))i ist, bedeutet auch 7 die 
Anzahl der Doppeltangenten und / jene der Inflexions¬ 
tangenten der gegebenen Curve C. 

Setzen wir % als bekannt voraus, so folgt aus der Plücker- 
’sehen Formel: 

m=n{)i —1)— 2t— 3/ 

" 1)—3/J 
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und sonach für die obangegebene Zahl der Doppelpunkte (im 
Unendlichen): 

mn-+- ^ (m ——1)— m —oder: 

~ ^- Am - 71 -—/], 

welche Zahl offenbar auch die Ordnung h der Doppelcurve 
der Normalenfläche bestimmt. 

Mithin wird die Ordnung des der Normalenfläche aus einem 
Punkte umschriebenen Kegels oder, mit andern Worten, die Ord¬ 
nung ihrer Projection (Contour) auf eine Ebene oder endlich die 
Ordnung der Evolute der ebenen Leitcurve, ausgedrückt 
durch: 

—1)— [(m-h?iy — Am — n —/] = 3?7i-hL 

Die eben gefundene Zahl (3m-h/) ist aber, wenn x die 
Anzahl der Rückkehrpunkte der gegebenen Curve bedeutet, nach 
der Plücker’schen Gleichung: i —>: = 3(7i —m) auch gleich: 

3?Z-i-/4. 


Hieraus folgt der Satz: 

„Die Ordnung der Evolute einer ebenen Curve m-ter Ord¬ 
nung und 7i-ter Classe mit i Inflexionstangenten und x Rückkehr- 
punkten ist bestimmt durch: 

3777-1-/ = 3 77-HX.“ 


Bisher haben wir für die Normalenflächen auf den devolop- 
pablen Flächen nur solche Curven als Leitlinien in Betracht gezo¬ 
gen, welche mit jeder Erzeugenden der Developpablen bloss 
einen Punkt gemein haben. 

In Folgendem wollen wir allgemeiner vergehen und voraus¬ 
setzen, die Leitlinie der Normalenfläche auf der Deve¬ 
loppablen sei der vollständige Durchschnitt dieser 
Fläche mit irgend einer beliebigen Fläche /ji-ter Ord¬ 
nung. Der Grad der Normalenfläche ist zu bestimmen. 

Es sei D die gegebene Leitdeveloppable, L ihr vollständiger 
Durchschnitt mit der Fläche /ji-ter Ordnung und, der Annahme 
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gemäss, gleichzeitig die Leitlinie für die Kormalenfläciie. Als 
zweite Leitlinie für die letztgenannte Fläche erhalten wir jene 
unendlich ferne Leitcurve Unj welche zu der im Unendlichen lie¬ 
genden Curve Ud der Developpablen, in Bezug auf den imaginä¬ 
ren Kugelkreis im Unendlichen, polarreciprok ist. 

Jede Erzeugende der Developpahlen D wird offenbar von 
der Fläche |UL-ter Ordnung in Punkten geschnitten, welche Schnitt¬ 
punkte sämmtlich der Curve L angehören, Es hat sonach die 
Leitcurve L der Normalenfläche mit jeder Erzeugenden der Deve- 
loppablen D, p, Punkte gemeinschaftlich. 

Denken wir uns nun die Tangentialebene der Developpablen 
längs einer ihrer Erzeugenden g konstruirt, so ergeben sich die 
Erzeugenden der Normalenfläche in den /ut. Punkten, welche g mit 
L gemein hat, als die Senkrechten zu dieser Berührungsebene. 
Dieselben sind somit untereinander parallel, und der ihnen 
gemeinschaftliche unendlich ferne Punkt wird offenbar der Leit¬ 
curve ün der Normalenfläche angehören. 

Hieraus ist zu ersehen, dass es unendlich viele Gruppen von 
je /ji parallelen Erzeugenden auf der Normalenfläche gebe, dass 
also mit andern Worten, durch jeden Punkt der unendlich fernen 
Leitcurve /jl Erzeugende der Normalenfläche gehen. Besagte 
Curve ist somit eine ]L/.-fache Leitlinie der Normalfläche. 

Die Normalenfläche entsteht mithin als Erzeugniss der Ver¬ 
bindungsstrahlen entsprechender Punkte zweier Punktreihen auf 
den Curven L und Un, welche derart mit einander verwandt sind, 
dass einem Punkte von /j. Punkte auf L, jedem Punkte von L 
hingegen nur ein einziger Punkt von entspricht. 

Setzen wir voraus, es sei m die Ordnung und n die Classe der 
gegebenen Leitdeveloppablen, so erhalten wir als Leitcurve L 
eine Curve mix-ter Ordnung, während die /i.-fache Curve im 
Unendlichen, von der ?i-ten Ordnung ist. 

Um nun aus den hier gesammelten Daten, sowie aus der 
Natur der oben angedeutetenVerwandtschaft den Grad der Nor¬ 
mal enflä che abzuleiten, wollen wir noch folgende allgemeine 
Betrachtung anstellen. 

Seien und zwei Eaumcurven, deren Ordnungen 
beziehungsweise 7n^ und sein mögen. Auf diesen Curven seien 
zwei Punktreihen derart gegeben, dass einem Punkte der Keihe 
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auf Cj, a Punkte der Eeihe und einem Punkte der Reihe 

.|3 Punkte der Reihe entsprechen; es ist der Grad jener 
Regelfläche zu bestimmen, deren Erzeugenden die Verbindungs¬ 
strahlen entsprechender Punkte von und sind. 

Nehmen wir zu diesem Behufe eine beliebige Gerade g im 
Raume an, und suchen wir die Zahl ihrer Schnittpunkte mit der 
Regelfläche d. i. die Anzahl jener Erzeugenden der Regelfläche, 
welche die Gerade g schneiden. Denken wir uns ferner zu diesem 
Zwecke die Gerade g als gemeinschaftliche Axe zweier Ebenen¬ 
büschel und 2^, deren ersteres zu der Punktreihe auf Cj, und 
deren zweites zu der Punktreihe auf perspektivisch ist. 

Bezeichnen wir mit eine Ebene des Büschels 2^, so trifft 
diese Ebene die Eaumcurve in Punkten. Jedem dieser 7n^ 
Punkte entsprechen auf der Curve Gg, a Punkte; den Punkten, 
oder, was dasselbe ist, der Ebene des Büschels 2^ entsprechen 
somit Punkte der Reihe auf der Curve C^. Durch jeden 

dieser Punkte und die Gerade g geht je eine Ebene, welche 

der Ebene E^ entspricht, woraus folgt, dass einer Ebene des 
Büschels 2j auch Ebenen des Büschels 2^ entsprechen. 

Ist umgekehrt eine Ebene des Büschels 2^, so trifft diese 
die Curve in ni^ Punkten, deren jedem auf der Curve *ß 
Punkte entsprechen. Der Gesammtheit der 7n^ Punkte entsprechen 
mithin auf der Curve Punkte. Durch jeden derselben 

und die Gerade g ist eine Ebene bestimmt, welche jener E^ ent¬ 
spricht, daher einer Ebene des Büschels 22 . . ß ???2 Ebenen im 
Büschel 2^ entsprechen. 

Aus diesen einfachen Erörterungen geht hervor, dass die 
beiden zu den Punktreihen und perspectivischen Ebenen¬ 
büschel so auf einander bezogen sind, dass einer Ebene des 
einen Büschels Ebenen des zweiten und umgekehrt einer 
Ebene des zweiten Büschels ß7n^ Ebenen des ersteren ent¬ 
sprechen. 

Nach dem Chasles'schen Correspondenzprincipe besitzen 
diese beiden Ebenenbüschel 

(aWj ß77i^) 

Doppelelemente, oder, was dasselbe ist, es kömmt im Ganzen 
(ci7n^ H- ß7??2)mal vor, dass eine Ebene des einen Büschels mit 
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der ihr entsprechenden Ebene des anderen Büschels zusammen¬ 
fällt. 

Die Bedeutung dieser Doppeleb enen für die Regel¬ 
fläche ist leicht zu ermitteln. Beachtet man, dass jede dieser 
Doppelebenen ausser der Geraden g noch zwei einander ent¬ 
sprechende Punkte der Reihen und also eine Erzeugende 
der fraglichen Regelfläche enthält, so ist anderweitig klar, dass 
es {am^ ßwg) Erzeugenden der Regelfläche gibt, welche die 
beliebig angenommene Gerade g schneiden. 

Jeder Schnittpunkt von g mit einer solchen Erzeugenden ist 
gleichzeitig ein Schnittpunkt von g mit der Regelfläche, woraus 
folgt, dass letztere vom 

(aWj -f- j3wg)-ten 

Grade ist. 

Für die zu betrachtende Normalenfläche treten an die Stelle 
der allgemein angenommenen Leitlinien und die Curven L 
und Ua\ es ist mithin =77iix und m^ = n. 

Ferner entspricht einem Punkte von L ein einziger Punkt auf 

es ist also: a = l. In ähnlicher Weise entsprechen einem 
Punkte der .. . ju Punkte der Curve L, so dass j3 = Avird. 

Mit Bezug auf die hier festgestellten Daten nimmt der Aus¬ 
druck {am^771^ den Werth: 

\X77\ -f- \SM — \7,{77l -h 7l) 

an, welcher den Grad der betrachteten Normalenfläche bestimmt. 

Es besteht demgemäss der Satz: 

„Die Normalenfläche einer aufAvickelbaren Fläche m-ter 
Ordnung und n-ter Classe längs ihres vollständigen Durch¬ 
schnittes mit einer Fläche ,u.-ter Ordnung, ist eine Avindschiefe 
Fläche ^a(^i-h7z)-ten Grades.“ 

Für p = l, d. h. für einen ebenen Schnitt der develop- 
pablen Fläche als Leitlinie der Normalenfläche, reducirt sich der 
Grad auf welches Resultat mit dem bereits früher 

gefundenen übereinstimmt. 

Wenn ferner an die Stelle der Leitcurve L von der w,a-ten 
Ordnung, eine Curve mj-ter Ordnung tritt, Avelche mit jeder 
Erzeugenden der Developpablen bloss einen Punkt gemein hat. 
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SO ist auch/JL = 1, und daher der Grad der Normalenfläche für 
diesen Fall: welches Resultat gleichfalls mit jenem in 

Übereinstimmung ist, das vordem auf anderem Wege vermittelt 
wurde. 

Die /X Normalen der developpablen Fläche in den |ul Schnitt¬ 
punkten einer beliebigen Erzeugenden g mit der Leitlinie L liegen 
sämmtlich in einer und derselben Ebene, derjenigen Ebene näm¬ 
lich, welche durch g zu der BerUhrungsebene der Developpablen 
senkrecht geführt werden kann. 

Eine solche Ebene berührt die windschiefe Fläche in irgend 
einem Punkte einer jeden dieser p. Erzeugenden und ist mithin 
eine ,ufache Berührungsebene der Normalenfläche. 

Der Gesammtschnitt dieser Ebene mit der Normalenfläche ist 
eine Curve ]ül( 7« ^-?^)-ter Ordnung. Die |ul geraden Erzeugenden 
bilden einen Bestandtheil |u.-ter Ordnung in diesem Schnitte, und 
der Rest ist sonach eine Curve: 

—l)-ter Ordnung. 

Besagte Curve schneidet die p Erzeugenden in 

p^(7}7-^?l -1) 

Punkten, in deren Zahl die obgenannten p Berührungspunkte mit 
inbegriffen sind. 

Die übrigen: 

p\7)l -h7l 1) p— p[p(7)l -{-71 1) 1] 

Punkte gehören der Doppelcurve der Normalenfläche an. 

Auf jede der p Erzeugenden entfallen somit: 

p(ni -{-71 -1)-1 = p(7}1 H- 7l) -(fJ. -h 1 ) 

Punkte der Doppelcurve. 

Nun ist aber aus Früherem bekannt, dass die Doppel¬ 
curve einer windschiefen Fläche p(m-h-7i)-teY Ordnung jede 
Erzeugende in: 

p(771 -{-7l) -2 

Punkten schneidet. 

Wie ersichtlich, stellt sich diesfalls zwischen den beiden hier 
angeführten Werthen eine Differenz von (/j. — 1) heraus, und es 

Sitzb. d. mathem.-iiaturw. CI. LXXXI. Hd. TI. Abtli. 74 
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kann die natürliche Frage aufgeworfen werden, worin die Ursache 
dieser Verschiedenheit liege und welcher dieser beiden Werthe 
der richtige sei. 

Die sich ergebende Differenz ist sehr leicht erklärlich, wenn 
man bedenkt, dass der unendlich ferne Punkt der ix Erzeugenden 
auf jeder derselben als (jy.— l)facher Punkt gerechnet wurde,^ 
indem jede der Erzeugenden in demselben von allen übrigen 
(/JL — 1) Erzeugenden geschnitten wird. 

Nachdem jedoch dieser Punkt der eigentlichen Doppel* 
curve nicht angehört, so ist selbstverständlich, dass die Anzahl 
der auf einer Erzeugenden liegenden Doppelpunkte (im erst 
angegebenen Werthe) um (/ul — 1) vermindert werden müsse. 

Hiedurch ist die vollkommene Übereinstimmung der beiden 
obangegebenen Werthe hergestellt und die unbedingte Richtigkeit 
des letzteren nachgewiesen. 

Hiemit wollen wir unsere dermaligen Untersuchungen über 
Normalenflächen abschliessen, behalten uns jedoch vor, die allen- 
fallsigen Ergänzungen dieser Partie ebenso wie die Anwendung 
der gewonnenen Resultate auf Normalenflächen für specielle 
Flächengattungen als Leitflächen, so wie für specielle Lagen der 
Leitcurven auf denselben ehestens folgen zu lassen. 




